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RESUMEN

El prop6sito de este trabajo es presentar un resultado nue-
vo en el campo de las compactificaciones secuenciales. Se
demuestra en efecto que el espacio SZ’ y en general los es
pacioes Sn no pueden ser sumergidos en un espacio secuen -

1

cial ccmpacto y Hausdorff.

Cabe destacar que con este trabajo damos respuesta a una in
terrogante, planteada por Franklin y Boone, de una manera

diferente a la dada por M. Rajagopalan [l]. Al propio tiem-
po damos respuesta a dos problemas abiertos planteados por
M. Rajagopalan [l] . Esta solucibén fue anticipada de una ma

nera independiente y distinta por V. Kannan [3] .
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La demostracidn de esta importante afirmacidn seri por con-

tradiccibn. Asi, supongamos que existe un espacio secuen -

cial F compacto y Hausdorff que posee una copia de SZ‘ Es

decir gue existe un homemorfismo p : 82 >AgF .
Consideremos primero algunos lemas de vital importancia.
LEMA 1.1.

El conjunto Al - A no es vacio.

DEMOSTRACION:

; 1 1
Si suponemos que A~ - A = @ obtenemos que AT = A y en
consecuencia que A = A. Pero esto implica que A es un

subconjunto cerrado del compacto F. Por lo tanto A es
compacto. Es decir que S, es compacto lo cual es una con

tradiccién. Por lo tanto Al - A# 8.

LEMA 1.2.

1
El punto p(w) € A~ - A .
DEMOSTRACION:

Sea 0O un abierto arbitrario de F que contiene a pf{w) ,

como F es compacto y Hausdorff se tiene que F es regular. Asi,
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existe un abierto V en F tal que p(w) ¢ Vy VCO . Da-
do este V existe un abierto K tal que para todo n > K

todas las copias de p[ﬂ*(S?)] menos un nmero finito de pun
tos aislados en cada una de ellas estan contenidos en V. Sea

x, el prirer elemento en Q[TT*(S?)} NV si p[n*(sll‘)]nv # 0.

Es evidente que xn es aislado en A, para todo ne |N, n >K.

Es facil demostrar que la sucesibn {xn} no tienen ningdn punto

limite en A. Pero L = {xl, Xypeonns I SRR }, contiene algfin
punto lfmite £ € F, pues F es compacto, y ¢ ¢ L. Ahora como
B .

F es secuencial existe un ordinal B8 > 1 tal que 2 € L
Por lo tanto LB # L. Pero esto implica que L1 # L, luego exis
te un elemento =z ¢ L1 - L. Ahora por otra parte, z € V pues

X € V para todo ne N, n > K. Por lo tanto z € ©. Por -
otra parte, =z ¢ Ll - L implica que z ¢ Al. Se puede verificar
que como z § A se tiene que z € al - A, ast 2z el - a) N o.

Por lo tanto dado © gque contiene a p(w) existe 2z ¢ Al - A tal

que z € 0 ., Esto implica que p(w) € Al - A,
LEMA 1.3.

Sea X un espacio secuencial Hausdorff. Sea A X y L € A

entonces existe un subconjunto B C A tal que |[B| < X, Y Le B,

DEMOSTRACION:

Consideremos los siguientes casos:
i) Si % € A entonces hacemos B = {2} y resulta evidente que

£ eB y |[B] < Xo -



ii) Supongamos entonces que £ ¢ A. Ahora como el espacio
X es secuencial y % € A existe un ordinal «a >1 tal

gque £ € A% .

Si a =1 existe una sucesibn X1s XgreeeeesXoseeeaa, €N A

tal que {xn} converge a & y X, # 2 para todo n e [N .

Luego si hacemos B = {x;, X,,+ccc0s X ,....}, se tiene que

n
BCA, LeB vy |B|_<_xo.

Supongamos que a > 1 vy supongamos que el teorema es cier-

to para todo u ¢ A8 con B < a .

Si o es un ordinal lfmite se tiene que A% = \J a®. Aast '
‘ B<a

B para algn B8 < a y por

si 2L € A% se tiene que £ € A
la hipotesis de induccién existe BC A con 2¢B cn 2¢B
y Bl <xg -

Si o no es ordinal limite entonces tiene un predecesor. Asf,
o =Y+ 1l con Y < a . Luego existe una sucesibn )&,xzn...,
en AY tal que {xn} converge a £ pues por definicibn

A% = (AY)l. Ahora por la hipotesis de inducci®dn para cada
x;0 1€ IN, existe B,CA con x ¢ B y |Bi| < X. . Sea

o

B = i\;)lBi. Es claro que |B|§xo, BCA yque £ € B .

Por lo tanto, por el principio de induccibn transfinita el teo

rema es cierto.

LEMA 1.4.

Sea I el subconjunto de puntos aislados en F. Si 2 ¢ Al - A

4



entonces existe V, (C I tal que 2 ¢ VQ y
n
vy N oelnts™ |l <x, ¥ neN.

DEMOS TRACION:

Puesto que % ¢ Al - A existe una sucesién {xn} en A tal
que {xn} converge a {. Ahora como F es Hausdorff existen

abiertos disjuntos Ol Yy 02 en F tales que & ¢ @1 Yy

plw) € 62‘. Puesto que p(w) € 62 se tiene que existe unen

tero Nl’ tal que para todo n > N1 p 02 contiene a

D[n*(ST)],excepto un nmero finito de puntos aislados en ca-

da uno de los p[n*(S?)]. Asi, ©,; puede contener solamente
un ndmero finito de elementos en cada p[n*(sz)] para todo
Nl L]
k
= * = -
n > Ny. Sea G U plm (Sl)l, y hagamos 0, = 0, - G.
K=1
Como G es compacto contenido en F se tiene que G es ce-

rradoen F y por lo tanto © es abierto en F. Asft @3

3

contiene a % vy un nmero finito de elementos en cada

o[ﬂ*(Si)]; para todo k > N, ¥ ningin punto en oEﬂWS§ﬂ ’

l <k < Nl.

ndmero finito de ellos. Por lo tanto existe un entero positi

Asft, 93 contiene todos los Xn excepto un

vo M tal que para todo n > M, X, €s un punto aislado en

Ay x €0,. Asf VvV, = {xn | n > M} es el conjunto deseado.
LEMA 1.5.
Sea 1 Lngeveney L geuunn una coleccidn numerable en Al-A .
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Existe VI, tal que & &€ V para todo n ¢ [N,
k
*
v Yolr*(sp] <x,» ¥keN .

DEMOSTRACION:

Por el lema 1.4 dado &, existe Vllcl tal que £, € Vll

y |V5Ll N p[ﬂ*(Slli)]| < X, r Para todo n € |[N. Llamamos a

A\ por V

£y Dado % existe VJL C I tal que JLZE v, .

2 2 22

1 -
n
Y |V£2{\ p[n*(sl)]| < X, Ppara todo ne N. Sea

Vy, =V, - p[w*(si)] . En forma similar definimos

v

n-1 i
n i=1

<0
El conjunto V definido por U V., tiene solamente un ndme
n=1

ro finito de puntos aislados en cada p|ﬂ*(S?)| para todo
ne N, VCI y &, ¢V paratodo ne [N
LEMA 1.6.

Si GCA1 -aA vy |G| < X, entonces p(w) ¢ G .

DEMOSTRACION:

Sea G = {pl, Poresees P s....1 un subconjunto finito o nume-

n
rable de elementos de A1 - A, Asf por el lema 1.5 existe un
subconjunto V de aislados en A tal que Pn € V para todo

n —
ne Ny Ivﬁp[ﬂ*(sl)]|< X, Para todo k ¢ IN. ast G CV



lo cual implica que G ¢ V . Por otra parte el lector po-
dra demostrar que V no tiene puntos limites en A, lo cual

implica en particular que o(w) ¢ V . Por lo tanto p(w § G.

En este momento arribamos a una contradiccidén pues en el le-
ma 1.2 demostramos que p(w) € al - A lo que por lema 1.3.
implica que existe un B C:Al - A numerable tal que p(w) B,
hecho que resulta imposible en virtud del lema 1.6 por'lo tan
to, Nb EXISTEN ESPACIOS SECUENCIALES COMPACTOS Y HAUSDORFF

QUE POSEAN UNA COPIA DE S Ahaa bien, como por definicidn

5 *
de los espacios S, se tiene que S:LC;S2 G et GS, G .-
poderos concluir que ninguno de los espacios Sn' n > 2, puede

ser sumergido en un espacio secuencial compacto y Hausdorff.

Como observacidén final hacemos notar que puesto que el espacio
secuencial ¢* es compacto y Hausdorff, entonces resulta ob-

vio que $* no puede poseer una copia de Sz.

El profesor M. Rajagopalan planted en [1] las siguientes pre

guntas:

1) ¢ Para cfiales pares (n,K) de enteros existe un espacio se-
cuencial X de orden secuencial n que no contenga una

copia de Sk con K < n?2.

2) ¢Existe un espacio secuencial X de orden secuencial 3 que

ain no contenga una copia de Sz?.



Con este trabajo damos respuesta a estas dos interrogantes
haciendo uso del trabajo de A.I. Baskirov [41 en el que
se demuestra que existe un espacio secuencial compacto de -

orden secuencial n para cada n.
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