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RES UMEN 

E l  p r o p b s i t o  d e  es te  t r a b a j o  es p r e s e n t a r  un r e s u l t a d o  nue- 

vo e n  e l  campo d e  l a s  c o m p a c t i f i c a c i o n e s  s e c u e n c i a l e s .  S e  

d e m u e s t r a  e n  e f e c t o  q u e  e l  e s p a c i o  S 2 ,  y e n  g e n e r a l  10s es - 

patios Sn no  pueden  ser s u m e r g i d o s  e n  un e s p a c i o  s e c u e n  - 

cia1 ccmpac to  y H a u s d o r f f .  

Cabe d e s t a c a r  q u e  c o n  este t r a b a j o  damos r e s p u e s t a  a una i n  - 

t e r r o g a n t e ,  p l a n t e a d a  p o r  F r a n k l i n  y Boone,  d e  una  manera  

d i f e r e n t e  a l a  d a d a  p o r  M. R a j a g o p a l a n  [I]. A 1  p r o p i o  t i e m -  

p o  damos r e s 2 u e s t a  a  d o s  p r o b l e m a s  a b i e r t o s  p l a n t e a d o s  p o r  

M. R a j a g o p a l a n  [lI . E s t a  s o l u c i 6 n  f u e  a n t i c i p a d a  d e  una ma - 

n e r a  i n d e p e n d i e n t e  y d i s t i n t a  p o r  V. Kannan L31 . 



SOBRE LA NO EXISTEMCIA DE ESPACIOS SECUENCIALES 

COMPACTOS Y HAUSDORFF QUE POSEAN UNA C O P I A  DE S2 

Pi. Ra j a g o p a l a n  * J o r g e  Vielma** 

La d e m o s t r a c i 6 n  de  e s t a  i m p o r t a n t e  a f i r m a c i 6 n  s e r 6  p o r  con- 

t r a d i c c i 6 n .  A s f ,  supongamos que  e x i s t e  un e s p a c i o  s e c u e n  - 
c i a 1  F  compacto y Hausdor f f  que  posee  una c o p i a  d e  S2 .  E s  

d e c i r ' q u e  e x i s t e  un homemorfismo p : S2 + A F  . 

Consideremos p r i m e r 0  a l g u n o s  lemas d e  v i t a l  i m p o r t a n c i a .  

LEMA 1.1. 

E l  c o n j u n t o  A' - A no es v a c f o .  

DEMOS TRACIObJ : 

S i  suponemos que  A' - A = B obtenemos q u e  A' = A y e n  
- 

c o n s e c u e n c i a  que  A = A. P e r o  e s t o  i m p l i c a  q u e  A es un 

s u b c o n j u n t o  c e r r a d o  d e l  compacto F. P o r  l o  t a n t o  A es 

compacto.  Es d e c i r  q u e  S2  es compacto l o  c u a l  es una con - 

t r a d i c c i b n .  P o r  l o  t a n t o  A' - A # 0 . 

S e a  O un a b i e r t o  a r b i t r a r i o  d e  F  q u e  c o n t i e n e  a  p ( w )  , 

como F  es compacto y Hausdor f f  se t i e n e  que  F  es regular. Asf, 

* Ausp ic i ado  p o r  e l  C . D . C . H .  d e  l a  U n i v e r s i d a d  d e  10s Andes. 

P r o y e c t o  t o p o l 6 g i c o  C-100-78-79. 
4 ** P a r t e  d e  T e s i s  d e  M a e s t r f a  e n  l a  U n i v e r s i d a d  de O r i e n t e  M. 



e x i s t e  un a b i e r t o  V en  F t a l  que p ( w )  E V y VC O . Da- 

do este V e x i s t e  un a b i e r t o  K t a l  que p a r a  t o d o  n  > K - 

t o d a s  l a s  c o p i a s  B e  p [ r * ( ~ ; ) ]  menos un nfimero f i n i t o  d e  pun - 

t o s  a i s l a d o s  en  cada  una de  e l l a s  e s t a n  c o n t e n i d o s  e n  V .  Sea 

xn e l  p r i m r  elemnto en i, [n* (s:)] n V s i  p [T* (s;)]c) v # 8. 

E s  e v i d e n t e  que xn es a i s l a d o  e n  A ,  p a r a  t o d o  n  E I N ,  n  2 K . 
E s  f 5 c i l  demos t ra r  que l a  s u c e s i d n  x  no  t i e n e n  ningdn pud to  

l i m i t e  e n  A. P e r o  L  = {x , x2 , . . . . . , x n , .  . . . . ) , c o n t i e n e  algdn 

pun to  l f m i t e  L E F, pues F es compacto, y R 4 L .  Ahora como 

F es s e c u e n c i a l  e x i s t e  un o r d i n a l  6 2 1 t a l  que R E L~ . 
Por  l o  t a n t o  L~ # L. 

1 
P e r o  e s t o  i m p l i c a  que L  # L ,  l uego  e x i s  - 

1 te  un e lemento  z E L  - L .  Ahora por  o t r a  p a r t e ,  z E pues 

x E V p a r a  t o d o  n  E b ,  n  > K .  Por  l o  t a n t o  z E O .  Por  - n  - 
1 

o t r a  p a r t e ,  z E L' - L  i rnp l i ca  que z E A . Se puede v e r i f i c a r  

1 
que como z 4 A se t i e n e  que z E A - A. Asf z &(A' - A )  0. 

Por  l o  t a n t o  dado O que c o n t i e n e  a  p ( w )  existe z E A' - A t a l  

1 
que z E O . E s t o  i m p l i c a  que p ( w )  E A - A . 

LEMA 1 .3 .  

Sea X un c s p a c i o  s e c u e n c i a l  Hausdorff  . Sea A C X y R E , 

e n t o n c e s  e x i s t e  un subcon j u n t o  B C A t a l  que I B I 5 xo y R E B, 

DEMOS TRAC I O N  : 

Consideremos 10s s i g u i e n t e s  casos :  

i )  S i  R E A e n t o n c e s  hacemos B = {R} y r e s u l t a  e v i d e n t e  que 



ii) Supongamos entonces que II 4 A. Ahora como e l  espac io  

X e s  secuenc ia l  y R E e x i s t e  un o r d i n a l  a - > 1 t a l  

que II E A" . 

S i  a = 1 e x i s t e  una sucesidn xl, x2,  ....., x nl""" en  A 

t a l  que {xnl converge a  II y x # II para todo n E . n 

Luego s i  hacemos B = {xl, x ~ , . . . . . ,  x .. . . I ,  se t i e n e  , que 

B C A I  Y I B I 2 X o -  

Supongamos que a > 1 y supongamos que e l  teorema e s  cier- 

t o  para  todo II E A' con B < a . 

S i  a es un o r d i n a l  l f m i t e  se t i e n e  que na = u AB.  Asf . 
B<a 

si  II E se t i e n e  que L E AB para algdn B < a y por 

l a  h i p o t e s i s  de inducci6n e x i s t e  B C A con II E am II E 

S i  a no e s  o r d i ~ n a l  l f m i t e  entonces t i e n e  un predecesor.  Asf,  

a = y + 1 con y < a . Luego e x i s t e  una sucesidn x1,x2 ,...., 
en A' t a l  que i x  I converge a  II pues por de f in ic i6n  n 

Y 1 A" = ( A  ) . Ahora por l a  h i p o t e s i s  de inducci6n para  cada 

x i~ (N, e x i s t e  B i C A  con xi 
i E B Y IBiI I x0 rn 

Sea 

B =  a B=.  ES c l a r o q u e  I B I  i x o  . B C A  y q u e  II E B .  
i=l 

Por l o  t a n t o ,  por e l  p r i n c i p i o  de induccidn t r a n s f i n i t a  e l  t e o  - 
rema e s  c i e r t o .  

LEMA 1 . 4 .  

1 Sea I e l  subconjunto de puntos a i s l a d o s  en F. S i  II E A - A 

0 



en tonces  existe V R  C I t a l  que R E vR y 

I V ~  n P I ~ * ( s ; )  I I < X, tl n E  N .  

DEMOS TRACI ON : 

P u e s t o  que R E A' - A e x i s t e  una suce s i6n  {x,) e n  A t a l  

que {xn) converge a  k .  Ahora como F es Hausdorff  e k i s t e n  

a b i e r t o s  d i s j u n t o s  B1 y O e n  F t a l e s  que  k E O1 y 2  

p ( w )  E B2 '. P u e s t o  que P ( w )  E B 2  se t i e n e  que e x i s t e  un en  - 
t e r o  N1, t a l  que p a r a  t o d o  n  > N1 , O 2  c o n t i e n e  a  

~ [ n *  (s;)] , e x c e p t 0  un ndmero f i n i t o  de pun tos  a i s l a d o s  e n  ca- 

da uno de 10s p [ n * ( ~ ; ) ] .  A s l ,  O1 puede con t ene r  solamente  

un ndmero f i n i t o  de e lementos  e n  cada  . - P ~ * ( s ; ) ]  p a r a  t o d o  
N1 k 

n > N1. Sea  G = u p l n * ( s l )  1 ,  y hagamos B3 = Eil - G. 

K = l  

Como G es compacto con t en ido  e n  F se t i e n e  que G es ce- 

r r a d o  en  F y p o r  l o  t a n t o  a3  es a b i e r t o  e n  F.  Asf O 3  

c o n t i e n e  a  R y un ndmero f i n i t o  de e lementos  e n  cada  

p [n* (s t ) ]  ; p a r a  t o d o  k > N y ningtin pun to  e n  pb*(S);)] 
1 

1 <  - k < N1. Asf ,  O 3  c o n t i e n e  t odos  10s xn e x c e p t 0  un - 
ndmero f i n i t o  de  e l l o s .  Por  l o  t a n t o  e x i s t e  un e n t e r o  p o s i t i  - 
vo M t a l  que  p a r a  t o d o  n  > M, xn es un pun to  a i s l a d o  e n  - 
A y x E Ei3 . Asf V R  = { X  I n 2 M I  es e l  c o n j u n t o  deseado. n  n  

LEMA 1.5.  

Sea  R1, R 2 , . . . . . ,  
1 

R,, ..... una co lecc iBn  numerable e n  A -A . 
0 



E x i s t e  V  C I ,  t a l  que a n  E para todo n E I N ,  

I V  p r n * ( ~ : ) ~  < I v k  E ti . 

Por e l  l e m a  1 . 4  dado El ex is te  V  alC I tal q-m !L1 E Val 

y Iva r\ p[n*(s;)] I < x0 . para todo n E (N . L l a m a m o s  a 
1 

V" por V1 . Dado !L2 ex is te  V L 2 C  I t a l  que !L2 

Y lva n p  [T*(s;)] I < X, para todo n E b .  Sea 
2  

- V2 - Va2  - ~ [ T * ( S ; ) ]  . E n  f o r m a  s i m i l a r  d e f i n i m o s  

w 

E l  con jun to  V  d e f i n i d o  por u Vn t i e n e  s o l a m e n t e  un ndrne - 
n = l  

ro f i n i t o  de puntos  aislados e n  cada p  1 n*  (s;) I para todo 

n & k t  V C I  y an E V para todo n E . 

LEMA 1 . 6 .  

s i  G C A ' - A  Y ( G I  < x ,  en tonces  p(w1 # . 

DEMOSTRACION : 

sea G = { p l  . p 2  ' . .  . . . p,. . . . . I  un subcon j u n t o  f i n i t o  o nume- 

rable de e l e m e n t o s  de A' - A. A s f  por e l  l e m a  1.5 ex is te  un 

subcon jun to  V  de aislados e n  A  t a l  que pn E V para tcdo 

n E b Y I V ~ P [ ~ * ( S ; ) ] ~ <  x0 para todo k E (N .  AS^ G c V 



- 
l o  c u a l  i m p l i c a  que G C V . Por  o t r a  p a r t e  e l  l e c t o r  po- 

d r 6  demos t ra r  que  V no t i e n e  puntos  l f m i t e s  e n  A ,  l o  c u a l  

imp l i ca  en  p a r t i c u l a r  que p ( w )  & . Por  l o  tanto p(w) & z. 

En este momento ar r ibamos a una c o n t r a d i c c i 6 n  pues e n  e l  le- 

ma 1.2 demostramos que p (o)  E A' - A l o  que  por  lema 1.3. 

imp l i ca  que e x i s t e  un B c A' - A numerable t a l  que p ( w )  E B, 

hecho que r e s u l t a  impos ib le  e n  v i r t u d  d e l  lema 1.6 por  l o  t a n  - 
t o ,  NO EXISTEN ESPACIOS SECUENCIALES COMPACTOS Y HAUSDORFF 

QUE POSEAN UNA C O P I A  DE S2 . Ahoa b i e n ,  como po r  d e f i n i c i 6 n  

de 10s e s p a c i o s  Sn se t i e n e  que s1G S2 6 . . . . . . G S n G  * * *  

2ode r . o~  c o n c l u i r  que ninguno de 10s e s p a c i o s  S n t  n - > 2, puede 

ser sumergido e n  un e s p a c i o  s e c u e n c i a l  compacto y Hausdorff .  

Como observac i6n  f i n a l  hacemos n o t a r  que p u e s t o  que e l  e s p a c i o  

s e c u e n c i a l  $* es compacto y Hausdorf f ,  en tonces  r e s u l t a  ob- 

v i o  que $* no  puede poseer  una cop i a  de S2 .  

E l  p r o f e s o r  M. Rajagopa,lan p l a n t e e  e n  [I-] l a s  s i g u i e i l t e s  p r e  - 
guntas  : 

1) L Pa ra  cfiales p a r e s  (n,K) de e n t e r o s  e x i s t e  un e s p a c i o  se -  

c u e n c i a l  X de orden s e c u e n c i a l  n que no contenga una 

co2 i a  de Sk con K < n ? .  

2) ~ E x i s t e  un e s p a c i o  s e c u e n c i a l  X de orden s e c u e n c i a l  3 que 

afin no contenga una cop ia  de S2?.  



Con e s t e  t r a b a j o  damos r e spues t a  a  e s t a s  dos i n t e r r o g a n t e s  

haciendo uso d e l  t r a b a j o  de A.I. Baskirov [ 4 1  en  e l  que 

s e  demuestra que e x i s t e  un espac io  secuenc ia l  compact0 de - 
orden secuenc ia l  n  ?ara  cada n. 
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